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残差平方和Seの式変形 (ホワイトボードで)

Se =
n∑

i=1

e2
i

=
n∑

i=1

{yi − (β̂0 + β̂1xi1 + β̂2xi2)}2

=
n∑

i=1

{yi − (ȳ − β̂1x̄1 − β̂2x̄2 + β̂1xi1 + β̂2xi2)}2

=
n∑

i=1

{yi − ȳ − β̂1(xi1 − x̄1) − β̂2(xi2 − x̄2)}2
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残差平方和Seの式変形 (続き)

=
n∑

i=1

(yi − ȳ)2 + β̂2
1

n∑
i=1

(x̄1 − xi1)
2

+β̂2
2

n∑
i=1

(x̄2 − xi2)
2 − 2β̂1

n∑
i=1

(yi − ȳ)(xi1 − x̄1)

−2β̂2

n∑
i=1

(yi − ȳ)(xi2 − x̄2)

+2β̂1β̂2

n∑
i=1

(xi1 − x̄1)(xi2 − x̄2)
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残差平方和Seの式変形 (続き)

= Syy + β̂2
1S11 + β̂2

2S22 − 2β̂1Sy1 − 2β̂2Sy2

+2β̂1β̂2S12

= Syy + β̂1(β̂1S11 + β̂2S12) + β̂2(β̂2S22 + β̂1S12)

−2β̂1S1y − 2β̂2S2y

= Syy + β̂1S1y + β̂2S2y − 2β̂1S1y − 2β̂2S2y

= Syy − β̂1S1y − β̂2S2y
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母分散σ2の推定量

σ̂2 = Ve =
Se

n − 3
.
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(2)寄与率と自由度調整済み寄与率
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平方和の分解 (ホワイトボードで)
Syy =

∑n
i=1(yi − ȳ)2

=
n∑

i=1

{yi − (β̂0 + β̂1xi1 + β̂2xi2)

+(β̂0 + β̂1xi1 + β̂2xi2) − ȳ}2

=
n∑

i=1

{ei + (β̂0 + β̂1xi1 + β̂2xi2) − ȳ}2

=
n∑

i=1

ei
2 +

n∑
i=1

{(β̂0 + β̂1xi1 + β̂2xi2) − ȳ}2

+2
n∑

i=1

ei{(β̂0 + β̂1xi1 + β̂2xi2) − ȳ}
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∑n
i=1 ei{(β̂0 + β̂1xi1 + β̂2xi2) − ȳ} = 0

n∑
i=1

ei{(β̂0 + β̂1xi1 + β̂2xi2) − ȳ}

=
n∑

i=1

ei(β̂0 − ȳ) +
n∑

i=1

eiβ̂1xi1 +
n∑

i=1

eiβ̂2xi2

= (β̂0 − ȳ)
n∑

i=1

ei + β̂1

n∑
i=1

eixi1 + β̂2

n∑
i=1

eixi2.
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(5.7)より
∑n

i=1 ei = 0,
(5.8)より

∑n
i=1 eixi1 = 0,

(5.9)より
∑n

i=1 eixi2 = 0

であるから,
n∑

i=1

ei{(β̂0 + β̂1xi1 + β̂2xi2) − ȳ} = 0

が示された. この式は,以下のようにも書けること
に注意.

n∑
i=1

ei(ŷi − ȳ) = 0.
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Syy =
n∑

i=1

ei
2 +

n∑
i=1

{(β̂0 + β̂1xi1 + β̂2xi2) − ȳ}2

(5.34)

SR = β̂1S1y + β̂2S2yと置くと,

Se = Syy − β̂1S1y − β̂2S2y (5.32)

より,
Syy = Se + SR (5.35).
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この式と, (5.34)式より,

SR =
n∑

i=1

{(β̂0 + β̂1xi1 + β̂2xi2) − ȳ}2

=
n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2.(5.36)

SRを回帰による平方和と呼ぶ.
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重相関係数

ŷiと yiの相関係数

R =

n∑
i=1

(yi − ȳ)(ŷi − ¯̂y)

√√√√ n∑
i=1

(yi − ȳ)2

√√√√ n∑
i=1

(ŷi − ¯̂y)2

(5.37)

を重相関係数と呼ぶ.
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∑n
i=1 ei = 0であったから,

n∑
i=1

ei =
n∑

i=1

(yi − ŷi) =
n∑

i=1

yi −
n∑

i=1

ŷi = nȳ − n¯̂y.

したがって,
¯̂y = ȳ.
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R2 =

(∑n
i=1(yi − ȳ)(ŷi − ¯̂y)

)2

∑n
i=1(yi − ȳ)2

∑n
i=1(ŷi − ¯̂y)2

=
(
∑n

i=1(yi − ȳ)(ŷi − ȳ))2∑n
i=1(yi − ȳ)2

∑n
i=1(ŷi − ȳ)2

=
(
∑n

i=1(yi − ȳ)(ŷi − ȳ))2

SyySR
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n∑
i=1

(yi − ȳ)(ŷi − ȳ) =
n∑

i=1

(yi−ŷi + ŷi − ȳ)(ŷi − ȳ)

=
n∑

i=1

(ei + ŷi − ȳ)(ŷi − ȳ)

=
n∑

i=1

{ei(ŷi − ȳ) + (ŷi − ȳ)2}

=
n∑

i=1

ei(ŷi − ȳ) +
n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2

=
n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2 = SR
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平方和の分解と寄与率

R2 =
S2

R

SyySR
=

SR

Syy
= 1 − Se

Syy
(5.38).

� �

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

︸ ︷︷ ︸
Syy

=
n∑

i=1

(yi − ŷi)
2

︸ ︷︷ ︸
Se

+
n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2

︸ ︷︷ ︸
SR

yの全変動 = 誤差による変動+回帰による変動
� �
R2は,寄与率 (または,決定係数)と呼ばれ, 1に近い
ほどよい.
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自由度と自由度調整済寄与率 (補正 R2)
各平方和に対して,以下のように自由度が対応する

平方和 自由度
Syy φT = n − 1

SR φR = 2

Se φe = n − 3

R∗2 = 1 − Se/φe

Syy/φT
(5.39)

は,自由度調整済寄与率と呼ばれる.
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