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1. 安定結婚問題

n人の男性からなる集合 {u1, · · · , un}と n人の女性からなる集合 {w1, · · · , wn} を考える. 各男
性は女性を好きな順に並べたリストをもっており, 各女性も男性を好きな順に並べたリストをもっ
ている. これらのリストは選好リストと呼ばれる. 例えば, n = 4のときの選好リストを図 1.1に
示した.
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図 1.1: 選好リスト

ここで言うマッチングとは, n組の男女のペアの作り方に相当する. 例えば, 図 1.2で実線で描
かれた枝の集合 {(u1, w2), (u2, w4), (u3, w1), (u4, w3)}は, 一つのマッチングである.
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図 1.2: マッチングM = {(u1, w2), (u2, w4), (u3, w1), (u4, w3)}

以降では, マッチングを表現するのに, 選好リストの中に○を付けることによって表現する. 即
ち, 図 1.2のマッチングを, 図 1.3のように表現する.
マッチングM において男性 uと女性 wがペアであるとき, (つまり, (u,w) ∈ M のとき,) uと

wはM におけるパートナーといい, u = pM(w), w = pM (u)と表す. あるマッチングM に対し
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図 1.3: マッチングの表現

て, 以下の 3つの条件をすべて満たすペア (u,w) はマッチングM をブロックしていると表現し,
ブロッキングペアとよばれる.

(1) uとwはM においてパートナーではない.

(2) uは pM (u)よりも wを好む.

(3) wは pM (w)よりも uを好む.

ブロッキングペアが存在しないマッチングを安定マッチング, 存在するマッチングを不安定マッチ
ングという. (このようなペア (u,w)がマッチングに存在するとき, uと wは現在のパートナーを
裏切って駆け落ちする可能性がある.) 安定結婚問題とは, 安定マッチングを見出す問題である.
あるマッチングが安定かどうかを判定するには, マッチングに含まれていない全てのペアを調べ
て, それがブロッキングペアになっているかどうかを調べればよい. 図 1.3 で示されるマッチング
は不安定である. なぜなら, (u3, w2)がこのマッチングに対してブロッキングペアになっているか
らである. 一方で, 図 1.4に示したマッチング {(u1, w4), (u2, w3), (u3, w2), (u4, w1)}は安定である.
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図 1.4: 安定マッチング

2. ゲイル-シャプレイのアルゴリズム

2.1. 男性指向ヴァージョン

Gale and Shapley [1]は, 安定結婚問題を解くためのアルゴリズムを与えた.
最初に, ゲイル-シャプレイのアルゴリズムの男性指向ヴァージョンを示す. 男性指向バージョン
は, 男性を求婚者とし, 男性から女性へのプロポーズの連続によって表現されている. アルゴリズ
ム実行中のどの時でも, 各人は婚約しているか, フリーであるかのどちらかである.
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ゲイル-シャプレイのアルゴリズム (男性指向ヴァージョン)� �

Step 1: まず, 全員がフリーである状態にする.

Step 2: フリーな男性が存在する限り,以下の操作を繰り返し実行する.

(2-1) uをフリーな男性とする.

(2-2) wを, uがまだプロポーズしていない女性の中で最上位の女性とする.

(2-3) もしwがフリーならば, uと wを婚約させる.

そうでないならば, uとwの現在の婚約者 u′のうち, wが好きな方とwを婚約
させ, そうでない方をフリーにする.

Step 3: n組のペアで構成されたマッチングを出力する.
� �
アルゴリズムの Step (2-1)で, プロポーズする男性の順番は結果には影響しない.

例 2.1: 以下の図 2.1はサイズ 8の問題例である. この問題例に対して, ゲイル-シャプレイのアル
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図 2.1: 男性指向ヴァージョンの実行 (板書を見て自分で書き込みなさい)

ゴリズム (男性指向ヴァージョン)を実行して得られる安定マッチングMoは

Mo = {(u1, w5), (u2, w3), (u3, w8), (u4, w6), (u5, w7), (u6, w1), (u7, w2), (u8, w4)}

となる.

男性は, フリーである状態と婚約している状態を交互に繰り返すが, 女性は, 一度婚約してしま
うと, その女性の婚約者が変わることはあるが, 再びフリーになることはできない. また, ２回以上
婚約した男性は, 婚約するごとに好ましくないパートナーを得る一方, 女性は婚約者が変わるごと
に, より好ましいパートナーを得る.

定理 2.2: 安定結婚問題の任意の問題例に対して Gale-Shapleyアルゴリズムは終了し, 終了時に
婚約しているペアが安定マッチングを構成する.

(証明) まず, どの男性もすべての女性には拒否されないことを示す. ここで, 女性が現在の婚約を
解消したり, プロポーズを受け入れないことを拒否と表す. 女性は婚約している時にだけ拒否する
ことができ, 一度婚約すると再びフリーとなることはない. もし, すべての女性に拒否された男性
が存在すると仮定すると, その男性のリストの最下位の女性からの拒否は, すべての女性がすでに
婚約していることを意味している. しかし, 男性の数と女性の数は同じであり, それぞれただ１人
のパートナーを持つから, アルゴリズムの終了時には男性は全員婚約していなければならない. こ
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れは仮定に矛盾する. また, アルゴリズムのどの反復においてもプロポーズは１回で男性は同じ女
性に２度プロポーズすることはないので, サイズ nの問題例に対して, 反復の総数は n2以下であ
る. したがって, アルゴリズムの停止性が言える.

Gale-Shapleyアルゴリズムにが停止したとき婚約しているペアで構成されるマッチングをM と
する. 男性 uが pM (u)よりもwの方を好むとすると, アルゴリズム実行中のある時点でwは uを
拒否していなくてはならない. しかし, この拒否は, wが u よりも好ましい男性と婚約しているか,
または婚約するというときに発生し, 次に w の婚約者が変わるということはwにとってより良い
パートナーをもたらす. よって, wは pM (w)よりも uを好むことはありえないので, (u, w) はM

をブロックしえない. よって, M にはブロッキングペアが存在しないので, マッチングM は安定
である.

2.2. 女性指向バージョン

男性指向バージョンでは, 男性から女性へプロポーズを繰り返したが, 反対に女性から男性にプ
ロポーズをしても, 安定マッチングが得られる.

例 2.3: 以下の図 2.2は, 例 2.1と同じ問題例である. アルゴリズムが終了したときに得られるマッ
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図 2.2: 女性指向ヴァージョンの実行 (板書を見て自分で書き込みなさい)

チングはMz は

Mz = {(u1, w3), (u2, w6), (u3, w2), (u4, w8), (u5, w1), (u6, w5), (u7, w7), (u8, w4)}

となる.

男性指向バージョンにより得られた安定マッチングMoと女性指向バージョンで得られた安定
マッチングMz を比べると, どの男性もMz での相手よりもMoでの相手の方が好きである. しか
し, 女性の側からみると, どの女性もMoでの相手よりもMz での相手の方が好きである. これは,
(証明しないけど)偶然ではなくて常に成り立つ1 . (したがって,「プロポーズされるのを待ってい
るよりも, 自分からプロポーズした方が幸せになれる. 」と言い換えてもかまわないだろうか?)
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1実は, もっとすごいことが言える. 任意の安定マッチングM を考えたときに, どの男性もM での相手よりもMo

での相手が好きで, どの女性もM での相手よりもMz での相手の方が好きである.
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