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1.0.1. 強連結性

(有向)グラ フG = (V, A) に お い て , 任意 な 点か ら 任意 な 点へ の 有向道が 存在す る と き ,

G は 強連結 (strongly connected) と い う .

例 1.1: 図 1.1 の (a) は 強連結な グラ フで あ る が , (b) は 強連結で は な い .

(a) (b)

図 1.1: (a)強連結な グラ フ; (b) そ う で な い グラ フ

(強連結で な い か も 知れ な い )グラ フG に 対し て , G の 極大な 強連結部分グラ フを G の 強

連結成分 (strongly connected component) と い う .

例 1.2: 図 1.1の (b)で 表さ れ る グラ フの 強連結成分は ,点線で 囲 まれ た 部分グラ フH1, H2, H3

で あ る .

直前の 例か ら 分か る よう に , グラ フG = (V, A) の 強連結成分をHi = (Wi, Bi) (i ∈ I) と

し た と き , {Wi | i ∈ I} は V の 分割 に な っ て い る . (つ まり , V =
⋃

i∈I

Wi, か つ , 相異 な る i, j

に 対し て Wi ∩ Wj = ∅. ) 一方で , 枝集合に 対し て は , 相異 な る i, j に 対し て , Bi ∩ Bj = ∅

で あ る が , A 6=
⋃

i∈I

Bi で あ る .
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図 1.2: 強連結成分 H1, H2, H3

2 つ の (等し い か も し れ な い )強連結成分Hi と Hj に 対し て , Hj の 点か ら Hi の 点へ 有向

道が 存在す る と き に

Hi � Hj

と い う 記 号を使っ て 表現し よう . す る と , � に は 以 下の 性質が あ る .

(i) Hi � Hi (i ∈ I),

(ii) Hi � Hj か つ Hj � Hi な ら ばHi = Hj,

(iii) Hi � Hj か つ Hj � Hk な ら ばHi � Hk.

1.0.2. 半順序集合と そ の ハ ッ セ 図

一般に (i)～ (iii)を満足す る 2項関 係� は 半順序 (partial order) と 呼ばれ る . こ の と き ,

対H = ({Hi | i ∈ I},�) は , 半順序集合 (partially ordered set) と 呼ばれ る .

Hi � Hj か つ Hi 6= Hj で あ る と き に , Hi ≺ Hj と 書く . 一般の 半順序集合H = ({Hi | i ∈

I},�) が 与え ら れ た と き に , 有向グラ フを以 下の よう に 構成し よう . 点集合は {Hi | i ∈ I}

で ,

Hi ≺ Hj, か つ , Hi ≺ Hk ≺ Hj で あ る よう な Hk は 存在し な い

と き に , Hj か ら Hi へ の 枝を張る . こ の グラ フを, Hi ≺ Hj の と き に Hj は Hiより 上に あ

る よう に 描い た も の をハ ッ セ 図 (Hasse diagram) と い う . ハッセ図に お い て は , 上下関 係

で 枝の 向き が 表現で き る の で , 無向グラ フと し て 描く .

例 1.3: X を有限集合と し て , X の 2 つ の 部分集合の 間 の 包含 関 係 ⊆ は , 半順序で あ る .

図 1.3 は , 半順序集合 (2X ,⊆) の ハッセ図で あ る .
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図 1.3: 半順序集合 (2X ,⊆) の ハッセ図. こ こ で , X = {a, b, c}.
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