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2.4 マ ッ チ ン グと 被覆
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2部グラ フ (⇒ テ キスト p. 11)

グラ フ G = (V,A) の 点集合V が V + と V − に 分割 さ
れ て , 各 枝 a ∈ A が V + の 点か ら出て V − の 点に 入
る と き , Gを2部グラ フ と 呼ん で ,
G = (V +, V −; A) と 表す .
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2部グラ フ G = (V +, V −; A)の 例
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こ の 例で は , V + = {1, 2, 3, 4}, V − = {a, b, c},
A = {(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (2, c), (3, c), (4, c)}.
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2部グラ フ の 描き 方の 約束

枝は V + か らV −への 向き を持つ の で , 無向グラ フ
と し て 描け ば 十分で あ る .

1

3

4

2
a

b

c

V V+ -

グラ フ と ネ ッ ト ワー ク (第 14 回 ) – p.5/38

2部グラ フ と {0, 1}-行列

2部グラ フ は 自然は 方法で , {0, 1}-行列と 対応す る .
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MG(i, x) =
{

1 if (i, x) ∈ A,
0 otherwise
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マ ッ チ ン グ

M ⊆ A は ,次の (*)を満たす と き , G の マ ッ チ ン
グと 呼ば れ る .
(*)任意の 相異な る 2 つ の 枝 a1, a2 ∈ M に 対し て ,
∂+a1 6= ∂+a2 か つ ∂−a1 6= ∂−a2.
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M は Gの マ ッ チ ン グで は な い
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マ ッ チ ン グと {0, 1}-行列
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最大マ ッ チ ン グ問題

枝の 本数 |M |が 最大の Gの マ ッ チ ン グを最大マ ッ チ

ン グと 呼び ,最大マ ッ チ ン グを求め る 問題を最大マ ッ
チ ン グ問題と 呼ぶ .
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最大マ ッ チ ン グ問題の 解 き 方

ネ ッ ト ワー クNG = (Ĝ = (V̂ , Â), s+, s−, c)上の 最大
フ ロ ー 問題に 変換す る .
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NG = (Ĝ = (V̂ , Â), s+, s−, c)の 作り 方
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V̂ = V + ∪ V − ∪ {s+, s−} (2.139)
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NG = (Ĝ = (V̂ , Â), s+, s−, c)の 作り 方
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Â = A ∪ B+ ∪ B− (2.140)
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NG = (Ĝ = (V̂ , Â), s+, s−, c)の 作り 方
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c(a) =
{

1 if a ∈ B+ ∪ B−,
+∞ if a ∈ A

(2.143)
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NG中の 整数値フ ロ ー ϕ ⇒ Gの マ ッ チ ン グM
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整数値フ ロ ー ϕ (v∗(ϕ) = 2)
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M = {a | a ∈ A,ϕ(a) = 1} (2.144)

は , G の マ ッ チ ン グ (|M | = 2).

グラ フ と ネ ッ ト ワー ク (第 14 回 ) – p.16/38

Gの マ ッ チ ン グM ⇒NG中の 整数値フ ロ ー ϕ
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G の マ ッ チ ン グM (|M | = 3)
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ϕ(a) = 1 (a ∈ M), ϕ(a) = 0 (a ∈ A \ M) (2.145)

で 定義さ れ る ϕは , NG の 整数値フ ロ ー (v∗(ϕ) = 3).
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Gの マ ッ チ ン グ⇔NG中の 整数値フ ロ ー

G の マ ッ チ ン グと NG中の 整数値フ ロ ー と は 1
対1 に 対応す る .
G の マ ッ チ ン グM と NG中の 整数値フ ロ ー ϕ が
対応し て い る と き ,

|M | = v∗(ϕ)

が 成り 立つ .
し たが っ て ,枝の 本数 |M | が 最大の マ ッ チ ン グ
を求め る ため に は , NG中の 最大整数値フ ロ ー を
見付け れ ば よ い .

グラ フ と ネ ッ ト ワー ク (第 14 回 ) – p.19/38

NG中の 整数値最大フ ロ ー を求め る
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最大フ ロ ー を求め る (1)
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最大フ ロ ー を求め る (2)
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最大フ ロ ー を求め る (3)
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最大フ ロ ー を求め る (4)
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最大-最小定理
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NG中フ ロ ー と G の マ ッ チ ン グが 対応し て い る の は

分か っ たけ れ ど ,

グラ フ と ネ ッ ト ワー ク (第 14 回 ) – p.25/38

1

1
1

1

1

1

1s s+ -

+∞

+∞

+∞

+∞

+∞
+∞

+∞

?

NG の カ ッ ト は G の 何に 対応す る の か ?

グラ フ と ネ ッ ト ワー ク (第 14 回 ) – p.26/38

被覆

2 つ の 点集合U+ ⊆ V +, U− ⊆ V − の 対 (U+, U−) は ,
次の (**)を満たす と き , G の 被覆と 呼ば れ る .
(**)任意の 枝 a ∈ A に 対し て , ∂+a ∈ U+ ま たは
∂−a ∈ U−.
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次の (U+, U−)は , Gの 被覆で は な い
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(枝 (4, c) に 注目.)
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被覆と {0, 1}-行列

1

3

4

2
a

b

c

11

2

3

4

a b c

1

1 1 1

1

1

0

0 0

0 0

U

U

+

-

{

{

U+

U-

グラ フ と ネ ッ ト ワー ク (第 14 回 ) – p.29/38

NG の 容量が 有限の カ ッ ト ⇒ Gの 被覆

s s+ -

+∞1 1

W
容量が 有限の カ ッ ト W (κc(W ) = 3)
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s s+ -

+∞1 1U
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U+ = V + \ W, U− = V − ∩ W (2.146)

(U+, U−) は , G の 被覆 (|U+| + |U−| = 3).
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Gの 被覆⇒NG の 容量が 有限の カ ッ ト
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G の 被覆 (U+, U−) (|U+| + |U−| = 4)
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W = {s+} ∪ (V + \ U+) ∪ U− (2.147)

W は NG の 容量が 有限カ ッ ト κc(W ) = 4.
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Gの 被覆⇔NGの 有限容量の カ ッ ト

G の 被覆と NG の 有限な 容量を持つ カ ッ ト と は
1対1 に 対応す る .
G の 被覆 (U+, U−) と NG の カ ッ ト W が 対応し
て い る と き ,

|U+| + |U−| = κc(W )

が 成り 立つ .
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max{|M | | M は G の マ ッ チ ン グ }

= max{v∗(ϕ) | ϕ は NG の フ ロ ー }

= min{κc(W ) | W は NG の カ ッ ト }

= min{|U+| + |U−| | (U+, U−) は G の 被覆 }.
(2.148)
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最大マ ッ チ ン グ・ 最小被覆定理

任意の 2部グラ フ G に お い て ,

max{|M | | M は G の マ ッ チ ン グ }

= min{|U+| + |U−| | (U+, U−) は G の 被覆 }.
(2.147)

右辺の 最小値を与え る 被覆を最小被覆と 呼ぶ .

グラ フ と ネ ッ ト ワー ク (第 14 回 ) – p.36/38



最小被覆の 求め 方

ネ ッ ト ワー クNG の 最小カ ッ ト W を求め て ,

U+ = V + \ W, U− = V − ∩ W (2.146)

に よ っ て (U+, U−)を決め れ ば よ い .
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 最小カット  W = {s+, 3, 4, c} 最小被覆 (U+, U-) = ({1, 2}, {c})
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宿題

以下 の 2部グラ フ G = (V +, V −; A) の 最大マ ッ チ ン
グと 全て の 最小被覆を求め よ .
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解 答は http://coconut.sys.eng.shizuoka.ac.jp/gn/06/

で .
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